Capitulo 11

El modelo neoclasico de
crecimiento

En este capitulo veremos el modelo neoclasico de crecimiento, también co-
nocido como el modelo de Solow, trabajo que se expone en solow1956c0ntributionE].
Robert Solow recibi6 el premio Nobel de Economia “por su contribucion a la
teoria del crecimiento econémico”. Este modelo ha sido la base de la mayo-
ria de los desarrollos posteriores asi como también de una extensa literatura
empirica que descompone el crecimiento en la contribuciéon del crecimiento
de los factores y de la productividad, y que se revisa en el capitulo ?7. A la
productividad se le conoce también como el residuo de Solow.

El modelo que revisamos aqui nos permitira discutir temas como la con-
vergencia, asi como el papel del ahorro y la productividad en el crecimiento
econdémico.

11.1. El modelo basico

En una primera version asumiremos que no hay crecimiento de la poblacion
ni crecimiento de la productividad. A continuacion agregaremos el crecimiento
de la poblacién, para pasar en la seccion siguiente a incluir crecimiento de
la productividad. Esto nos permitira entender la mecanica del crecimiento y
el papel que juegan distintos factores en la generacién del crecimiento. Para
anticipar la principal conclusion: no hay crecimiento del PIB per cdpita si no
hay crecimiento de la productividad. Esto debiera quedar claro hacia el final

! También se conoce como el modelo de Solow-Swan, ya que Trevor Swan, en
1956, también public6 un trabajo donde presenta un modelo en el mismo espiritu
(swanl956economic).
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de la siguiente seccion.
Se supone que la capacidad productiva de un pais se puede resumir en la
funcién de produccion

th = AtF(Kt,Lt), (111)

donde Y es el PIBY, K y L son la cantidad de capital y trabajadores, respecti-
vamente, disponibles para la produccion de bienes y servicios. F' es la fiuncion
de produccion que transforma factores en bienes y servicios. El subindice ¢
indica el periodo de tiempo. A es un parametro de productividad conocido
como productividad total de los factores. Un aumento en A genera un
aumento proporcional en Y con los factores constantes, es decir los factores
son més productivos.

Supondremos que ambos factores estdn plenamente utilizados y que la fun-
cion de produccion presenta retornos decrecientes a cada factor pero retornos
constantes a escala. Esto significa que a medida que aumenta la cantidad de
capital cada unidad extra de capital es menos productiva que las anteriores.
Por ejemplo, un kilémetro extra de camino es méas productivo en un pais afri-
cano, donde presumiblemente hay muy pocos caminos, que en un pais como
Estados Unidos. No obstante, que haya retornos constantes a escala significa
que si ambos factores suben en la misma proporcion, la produccién también
creceri a esa misma proporcion.

Denotamos por F; la productividad marginal del factor 7, es decir la deri-
vada parcial respecto del factor ¢, y Fj; la segunda derivada parcial respecto
del factor i. Formalmente se asume que F;(K,L) > 0y Fj;(K,L) < 0, donde
1 = K, L. Esto se llama rendimientos decrecientes a cada factor. Por otra par-
te, retornos constantes a escala significa que F(AK,AL) = AF(K,L). Una de
las funciones que cumple con ambas condiciones es la funcién de produccion

Cobb-Douglas
F(K;,L,) = K}~*L?, (11.2)

la que usaremos en muchas aplicaciones pues nos facilita la interpretacion de
los resultados. Esta es la funciéon de produccién méas ampliamente usada y se
ajusta relativamente bien, aunque obviamente tiene sus limitaciones.

En primera instancia supondremos que no hay progreso técnico, por lo
que normalizamos el pardmetro tecnologico A en (11.1) a 1. Posteriormente
relajaremos este supuesto.

Una transformacion util para proseguir con el analisis es estudiar esta eco-
nomia en términos per capita. Denotaremos por mintsculas las variables per

2 Puesto que la economia es cerrada, usaremos indistintamente los términos producto e
ingreso.
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11.1. El modelo bdsico 3

cépita, es decir, cualquier = serd X/ LE| Esto es importante, pues esta es una
variable que en el largo plazo presumimos que no deberia crecer, y demos-
traremos que asi ocurre, aunque haya crecimiento de la poblacion. A raiz del
supuesto de retornos constantes a escala podemos dividir al interior de la fun-
cion (11.1)) por L, lo que implicaréd que también tenemos que dividir por L el
PIB, para llegar a que
Y K
Yt = ft =F (ftJ) = f(ke)-

Cuando L lo consideramos poblacion, Y/L es PIB per céapita, pero cuando
es trabajo, lo que es una interpretacion mas rigurosa, Y/L corresponde a la
productividad (media) del trabajo. A partir de esta ultima ecuacién podemos
ver que la tinica manera de crecer para este pais es acumular més capital, y esto
se logra invirtiendo. En el caso de la funcion Cobb-Douglas, tendremos que la
funciéon para el PIB por trabajador como funcién del capital por trabajador es

Y = ktl_a.

Ademas, supondremos que la economia es cerrada y que no hay gobierno.
Primero analizaremos el caso de crecimiento sin progreso técnico y sin cre-
cimiento de la poblacién, luego asumiremos que la poblacion crece, y en la
seccion siguiente estudiamos el progreso técnico.

11.1.1. Poblacién constante

De la contabilidad sabemos que en una economia cerrada y sin gobierno el
producto se gasta en consumo e inversion, es decir,

Por otra parte, sabemos que el capital se acumula dependiendo de cuénto
invierte el pais menos lo que se deprecia el capital instalado, es decir,

Kt+1 - Kt - ]t — 5Kt7 (114)
donde K;,; — K; lo denotaremos por AK,E[

3En realidad esto es X por trabajador y no per capita. Sin embargo, al no analizar
las decisiones de oferta de trabajo ni incluir factores demograficos, esta diferencia no es
importante en la discusion. Aqui se usara indistintamente per capita y por trabajador, bajo
el supuesto que poblacién y fuerza de trabajo son lo mismo.

4 Esta es la representaciéon en tiempo discreto. En tiempo continuo, haciendo infinitesi-
malmente pequena la unidad de tiempo y eliminando el indice de tiempo (pues todas las
variables corresponden al instante t) se tiene que k=i— ok, donde k es, formalmente, el
cambio en k ante un cambio marginal en ¢, es decir, %.
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4 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

Finalmente supondremos que los individuos ahorran una fraccion s, cons-
tante, de su ingreso y, por lo tanto, consumen una fraccién (1 — s) de él. Con
esto, tenemos que

C,=(1— )Y, (11.5)

En el fondo, toda la conducta de los hogares se resume en s, sin entrar a
discutir como la gente decide su ahorro y consumo. En capitulos anteriores ar-
gumentamos que esta decision es mucho més compleja y depende del objetivo
de maximizar utilidad de los hogares durante su ciclo de vida. La simplificacion
que aqui hacemos es similar a la funcién de consumo keynesiana, que resume
toda la conducta en la propensién marginal a consumir (1 menos la propen-
sion a ahorrar). Existen modelos mas generales y rigurosos que parten de una
conducta del consumidor més compleja, que es presentada en el capitulo 77,
pero lo poderoso del modelo de Solow es que es una formulacién muy sencilla
que captura los elementos del proceso de crecimiento.

Las ecuaciones ([11.3)), (11.4) y (11.5) pueden expresarse en términos per
capita dividiéndolas por L;. En el caso en que no hay crecimiento de la pobla-
cion hacerlo es trivial, ya que la poblacion en ¢ y ¢t + 1 es la misma, y entrega
las siguientes ecuaciones:

Y= ¢+
kiyr — ke = Ak = 1, — 0ky
¢t = (1 — s)y.

Combinando estas ecuaciones para expresar Ak; en términos de ahorro y pro-
duccién, notando que la produccion es y = f(k) y abusando de la notacion
para dejar de escribir los subindices de tiempo (porque todos son t), se tiene la
siguiente expresion que solo depende del capital a pricnipios de ¢ (k;) y a fines
de t (kyy1) v por lo tanto representa la acumulacion de capital en el modelo
de Solow,

Ak = sf(k) — ok, (11.6)

Esta ecuacion que encuentra graficada en la figura .

Como la funcién de produccion presenta retornos decrecientes con respecto
al capital, cada unidad extra de k aumenta el valor de f(k) en una menor
cantidad. La diferencia entre sf(k) y dk es lo que se acumula de capital en
términos per cépita. En k* la inversion en nuevo capital sf(k*) es igual a
la depreciacion del capital dk*, por lo tanto en este punto el capital deja de

5 La figura es algo distorsionada por cuanto en la realidad s debiera estar cerca de 0,2,
entonces la curva sf(k) debiera estar muy debajo de f(k), y en la figura pareciera que s es
mas cercano a uno. Esto es solo para mejorar la presentacion grafica, aunque es util tener
en mente que s es bastante menor que lo que se derivaria de la figura.
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f(k)
ok

f(k)
sf (k)

Ak>0 © Ak<0

k,*
Figura 11.1: Modelo de Solow.

acumularse, es decir, Ak = 0. Esto se conoce como el estado estacionario.
A la izquierda de k* el capital crece a través del tiempo (Ak > 0) pues cada
unidad adicional de capital, el ahorro, no solo cubre la depreciacién sino que
ademés permite agregar capital al stock existente. Por otro lado, a la derecha
de k* el capital se desacumula, pues en este caso la depreciacion del capital es
mayor a lo que se ahorra (Ak < 0), provocando una caida en el stock.

Conclusion 1. No hay crecimiento del PIB en el largo plazo si no hay creci-
miento de la productividad ni de la poblacion[

Para esta conclusion es clave que la productividad marginal del capital sea
decreciente, asi las unidades adicionales de capital son cada vez menos pro-
ductivas, previniendo que la acumulacion de capital continte indefinidamente.
Imponiendo el estado estacionario en la ecuacion (11.6)), se obtiene que

k* k* S

v fk) 8

Si la funcién de produccién es Cobb-Douglas (y = k'~%), de la tltima
ecuacion se desprende que
o\ L
F=(3)"
4]

6 Note que en este caso el PIB total es igual, mas bien proporcional, al PIB per cépita,
por eso ninguno de los dos crece si no hay crecimiento de la poblaciéon ni la productividad.

Q|
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6 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

Esta ultima relacion nos indica que paises que ahorran més tienen mayores
niveles de capital de estado estacionario. Por lo tanto también tiene mayor
nivel de ingreso per cépitaﬂ Volveremos sobre este punto més adelante.

11.1.2. Crecimiento de la poblacién

A continuacién relajaremos el supuesto de que la poblacién no crece y
supondremos que la poblacién crece a una tasa constante igual a n. Entonces

Lt+1 = Lt(l + n)

La ecuacion ((11.6) estd en términos per capita, pero ahora hay que tener
cuidado y partir de la igualdad expresada en términos agregados

Kt+1 — Kt = SF(Kt,Lt) — 5Kt (117)

Podriamos dividir a ambos lados por L; y el lado derecho sera igual al de la
ecuacion , pero el lado izquierdo, (K;41 — K})/ L no sera igual a ki — ky
ya que la poblaciéon no es la misma en ambos periodos. Para llegar a una
expresion que nos permita resolver el estado estacionario resulta conveniente

dividir ((11.7)) por K}, con lo que tenemos

AKt _ Kt+1 — Kt _ SF(KtuLt) o (5 _ Sf(kt)
Kt Kt Kt kt

— 4, (11.8)

donde la ultima igualdad viene de que al dividir el numerador y denominador
de sF'(Ky,Ly)/ K por Ly nos quedan las expresiones per capita ya que la funcion
de produccion es de retornos constantes a escala. Ahora bien, dado que K =
k x L y nosotros sabemos que, aproximadamente, la tasa de crecimiento del
producto de dos variables X y Z es igual a la suma de las tasas de crecimiento
de X y Z, tenemos que

AK;, Ak N AL, Ak

p— ].1-
K kLR (11.9)

lo que remplazado en ([11.9), y después de eliminar los indices de tiempo ¢, nos
lleva
Ak =sf(k)— (0 +n)k. (11.10)

7El lector puede verificar que y* = (8/5)(1*0‘)/5‘.

8 BEs importante notar que (11.8) es solo una aproximaciéon para valores pequefios de
las tasas de creciento y dice que la tasa de crecimiento del capital es igual a la tasa de
crecimiento del capital per capita mas la tasa de crecimiento de la poblacion. Sin embargo,

. s K K L
en rigor, podemos dividir ([11.7) por L; y usando que El = LILI X El =kiy1(1+n)
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11.1. El modelo bdsico 7

Si comparamos la ecuacion (11.10]) con ((11.6)) se puede concluir que son iguales,
con la tunica diferencia de que en la ecuacion la tasa de depreciacion
efectiva es § +n, que corresponde a la depreciacion del capital por trabajador.
El capital se deprecia a una tasa d, pero su nivel por unidad de trabajador
cae a una tasa n por el hecho de que la poblacion crece. En consecuencia, el
capital per cdpita se deprecia a d +n. Si la depreciacion 9 fuera 0 y no hubiera
inversion, el capital per capita caeria a una tasa n. La ecuacion se
representa en la figura [I1.2]

Ahora tenemos una representacion igual a la de sin crecimiento de la po-
blacién donde la depreciacion efectiva es 6 + n.

f (k)
(0 +n)k

f (k)
sf(k)

Aky>0 | Ak <0

I

Figura 11.2: Modelo de Solow con crecimiento de la poblacion.

Al igual que en el caso sin crecimiento de la poblacion, si imponemos el

y restando nk; a ambos lados, podemos llegar a que ki1 — by = H%ﬂ[sf(k) — (6 + n)ky].
Note que esta expresion es casi idéntica a (11.10), salvo por el factor 1/(1 4 n) antes del
paréntesis cuadrado. Este factor se aproxima a 1, ya que si un nimero pequeno, como en
la practica lo es, la aproximacion es razonable. Por ejemplo si la poblacién crece a 2 %, el
factor es igual a 0.98, casi 1. Esta aproximaciéon no es necesaria si trabajamos en tiempo
continuo, como se hacfa en la primera edicién de este libro, pues en cada instante de tiempo
el crecimiento de la poblacién es infimo. Las matematicas, sin embargo, son més complejas
en tiempo continuo, y es mas 1til trabajar en tiempo discreto pues es como observamos los
datos, mensuales, trimestrales o anuales.
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8 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

estado estacionario en la ecuacion ((11.10]) tendremos que

L ST
o+n
de donde se ontiene la siguiente expresion para la razén capital-producto:
k*
L (11.11)
y*  0+n

Para resolver explicitamente para k, podemos usar la funciéon Cobb-Douglas
y llegamos a

k*:[ i r, (11.12)

o+n

lo que se puede usar para encontrar el valor del PIB per capita en estado
estacionario.

Notese que la ecuacion ya nos permite hacer algunas calibraciones.
Si la tasa de ahorro es 20 %, la tasa de depreciacion 3% vy el crecimiento de
la poblacion es 2%, tendremos que el capital es cuatro veces el producto. Si,
en cambio, el ahorro es 15 % del PIB, el coeficiente capital-producto seria de
3. Estas cifras, como veremos més adelante, son algo menores en la realidad;
para tener una calibracion mas realista hay que agregar el crecimiento de la
productividad.

Existe una forma alternativa de entender graficamente la dindmica y el
estado estacionario de la acumulacion de capital} Si dividimos la ecuacién
(11.10]) por k; se llega a

'yk:%:M—(é—i—n), (11.13)
ki Ky
donde ;, es la tasa de crecimiento del capital per capita°} En la figura se
grafica sf(k)/k y (6 +n). El estado estacionario corresponde a la interseccion
de ambas curvas.

Esta figura no es mas que el diagrama clasico de Solow dividido por k,
pero tiene la ventaja de que la distancia entre la curva sf(k)/k y la horizontal
d + n nos da inmediatamente la tasa de crecimiento del capital (7). Ademaés,
como no hay crecimiento de la productividad, el PIB per cépita crece propor-
cionalmente al crecimiento del capital per capita, ya que y = k'~ entonces
vy = (1—a)vk, donde 7, es el crecimiento del PIB per capita. En consecuencia,
la distancia 7; es proporcional al crecimiento del PIB per capita, 7,.

9 Esta representacion grafica es ampliamente usada en apuntes2000 y, a pesar de no ser
la més tradicional, es la més informativa.

10 Fn general, se usa la notacién vy, como la tasa de crecimiento de z.
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f(k)

k

0<%

d+n
Y <0

k*
Figura 11.3: Tasa de crecimiento del capital.

La figura nos confirma nuestra conclusion 1, es decir, en ausencia de
crecimiento de la productividad los paises no crecen en términos per capita en
el largo plazo, solo crecen en la transicion al estado estacionario. De hecho, el
capital per capita no crece en estado estacionario, el PIB per capita tampoco.
El PIB y el capital total crecen a una tasa n.

Si la economia esté a la izquierda de k* su PIB per cépita crece, en cam-
bio si estan a la derecha el crecimiento es negativo. Por otra parte, podemos
confirmar lo que nos mostraba la evidencia empirica para paises “similares”™

Conclusion 2. Los paises mds pobres respecto de su estado estacionario cre-
cen mas rdpido que aquellos que tienen un ingreso mds cerca de su estado
estacionario.

En la figura esto significa que los paises que estan mas a la izquierda de k*
crecen mas rapidamente (sf(k)/k — (0 +n) es mayor). Esto se conoce como
convergencia. Entendemos por paises méas pobres a paises que tienen un
menor nivel de capital. Este resultado proviene del hecho de que una unidad
extra de capital es mas productiva en paises como Nepal que en paises como
Japon, por lo tanto con la misma tasa de inversion y depreciacién Nepal va a
crecer mas rapido que Japon simplemente porque el capital es mas productivo
en Nepal.

Se debe notar que este concepto de convergencia presume que los paises
tienen el mismo estado estacionario y por lo tanto convergen al mismo nivel
de ingreso per capita. Esta se conoce como convergencia no condicional,
ya que los paises mas ricos (pobres) crecerian mas lento (rapido).
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10 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

Sin embargo, uno se puede preguntar qué pasa con paises que tienen dis-
tintos niveles de ingreso de largo plazo, como los ilustrados en la figura [11.4]
El pais que tiene equilibrio kf, el pobre, estd méas cerca de su equilibrio si
parte de kq, que el pais mas rico, que partiendo de ky debe converger a kj.
En este caso el pais mas pobre crece mas lento porque esta mas cerca de su
nivel de ingreso de largo plazo. En este caso hay convergencia, pero conver-
gencia condicional al estado estacionario, esto es, paises mas ricos (pobres)
respecto de su estado estacionario crecen mas lentamente (rapidamente). El
pais 2 de la figura es méas pobre que 1 respecto de su estado estacionario, ya
que obviamente 1 es mas pobre que 2 en términos absolutos.

f(k)

k

d+n

Ky ke ke k)

Figura 11.4: Convergencia condicional.

A partir de la figura uno podria intentar entender qué factores influyen
en que difiera el nivel de k* entre los paises. La respuesta a esta interrogante

proviene de la misma figura [11.3}

e Paises que ahorran mas tienen mayor nivel de capital per capita de estado
estacionario.

e Paises que tienen mayores tasas de crecimiento de la poblaciéon tienen
menor nivel de capital per capita de estado estacionario@.

11 Sin embargo, existe también una relacién en el sentido inverso en que paises con mayor
nivel de capital per capita tienen menores tasas de crecimiento de la poblacién, pues su

De Gregorio, Macroeconomia, 2da. ed, borrador



11.2. La regla dorada 11

e Nosotros normalizamos el pardmetro de productividad A a 1. No obstan-
te si aceptamos que es constante, pero distinto entre paises, podriamos
concluir también que paises con mayor productividad (A) tendran ma-
yores niveles de ingreso per capita en estado estacionario.

Recordemos que en el caso en que hay crecimiento de la poblacion y la
funciéon de produccion es Cobb-Douglas se tiene que el nivel de capital per
capita viene dado por la ecuacion , de donde se observa ademas que el
capital (e ingreso) de largo plazo serda menor para paises con un capital que
se deprecia més rapido. Sin embargo, no hay razones ni evidencia poderosa
para argumentar que el crecimiento difiere porque las tasas de depreciacion
son diferentes. Un aumento de la tasa de crecimiento de la poblaciéon o de la
depreciacion frena el crecimiento, porque el esfuerzo de inversiéon para mante-
ner el capital per capita constante debera ser mayor y, por lo tanto, el capital
de equilibrio deberé ser menor (la productividad es decreciente).

Si quisiéramos examinar la existencia de convergencia condicional deberia-
mos no solo comparar el crecimiento con el nivel de ingreso, sino ademas por
su ingreso de estado estacionario, o los factores que determinan dicho ingreso.
Podriamos ver, por ejemplo, que una economia de alto ingreso crece mucho
mas rapido que una de bajo ingreso, pero esto se podria explicar en el contexto
del modelo de Solow, por ejemplo, porque la economia més rica tiene una tasa
de ahorro muy alta.

11.2. La regla dorada

Que una economia tenga en estado estacionario un nivel de ingreso mayor
no significa necesariamente que su nivel de bienestar sea mayor. Podriamos
pensar que una economia que crece siempre mas rapido que otra, tarde o tem-
prano terminara teniendo mayores niveles de ingreso o consumo. No obstante,
en el estado estacionario, donde no se crece mas, no es claro que tener un nivel
de ingreso mayor es mejor, porque esto se puede deber a que se sacrifica mucho
consumo, y sabemos que una mejor aproximacion al bienestar no es el nivel
de ingreso, sino el de consumo. A partir de esto nos interesaria determinar
cuanto es el k de estado estacionario 6ptimo, de tal manera que el individuo
maximice su consumo. Para ese k 6ptimo podemos entonces determinar cuél
es la tasa de ahorro 6ptima que sustenta dicho equilibrio de largo plazo. Este

costo de oportunidad de tener hijos es mayor. en este caso n es endégeno pues depende del
nivel de ingreso, mientras aqui se supone exbégeno y constante. Eso lo estudiaremos en el
proximo capitulo
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12 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

es un anélisis en estado estacionario. Es decir, queremos encontrar £%”, RD
por regla dorada, de tal manera que resuelval”|

méxc' = f(k*) — (6 +n)k*.
e = () = (0 +)

Es decir, de todos los estados estacionarios posibles buscaremos aquel que
resulte en un mayor consumo.
Derivando e igualando a 0 tenemos que la solucién a este problema es

f(E"P) =6 +n, (11.14)

donde kTP se conoce como el capital de la regla dorada.
Podemos avanzar con el algebra suponiendo que la funcién de produccion
es Cobb-Douglas, en cuyo caso al aplicar (11.14)) tenemos que la regla dorada

viene dada por
1
RRD — F _ O‘} -

0+n

Por otra parte, la ecuaciéon ((11.12]) nos muestra que el capital de estado esta-

clonario es .
I L
d+n

A partir de estos dos niveles de capital podemos llegar a concluir lo siguiente
respecto de si el ahorro es insuficiente o excesivo para maximizar el consumo
de estado estacionario:

e Si s = 1 — « entonces la economia se encuentra en su nivel de regla
dorada. Es decir s = s?P.

e Sis > 1— el nivel de capital de estado estacionario es demasiado alto,
y por lo tanto su tasa de ahorro es demasiado alta.

e Sis < 1—a elnivel de capital es menor que el que maximiza el consumo
en estado estacionario. Es decir su tasa de ahorro es muy baja.

Este andlisis se puede apreciar graficamente en la figura [I1.5] Esta misma
figura nos muestra que la tasa de ahorro que maximiza el consumo en el estado
estacionario es s%P.

En la figura el capital de estado estacionario k*, dado por la tasa de
ahorro s, es mayor que el de la regla dorada. En otras palabras, esta economia

12 Esta relacion viene de aplicar el estado estacionario en la ecuacion Ak = f(k) — ¢ —
(0 +n)k.
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(0+n)k

(k)

sf(k)

SHDf(:li'>

kRD k*

Figura 11.5: Regla dorada.

ahorra mucho. El consumo estd dado por la distancia vertical entre f(k) y
(6 +n)k al nivel de k*. Lo que la figura muestra es que en k%P dicha distancia
es mayor, es decir, se puede sostener un nivel de consumo mayor en equilibrio
con una tasa de ahorro menor. Més atn, imaginemos que partimos de £*; se
podria hacer una gran fiesta, consumir k* — kP, quedarnos con una tasa de
ahorro menor, y ser méas felices en el nuevo estado estacionario. Por ello, en
teoria del crecimiento, cuando el capital es mayor que el de la regla dorada,
se habla de un equilibrio dindmicamente ineficiente. Hay una accion, en este
caso consumirse k* — k%P en la cual sin ningtn esfuerzo el consumo termina
siendo mayor.

.,Como pueden las economias ahorrar en exceso? La razoén nuevamente es
la productividad marginal decreciente. Ahorrar mucho nos puede conducir a
un nivel de capital muy elevado, en el cual la productividad es muy baja. Esto
significa que f(k)/k es muy bajo, y solo logra igualar la depreciacion efectiva
con una tasa de ahorro muy alta. Seria posible alcanzar con una menor tasa
de ahorro un capital mas productivo, lo que conduciria a un mayor nivel de
consumo, para que en equilibrio lo que se invierta alcance también a reponer
lo que se deprecia.

Aunque aqui no profundizaremos en este tema, una pregunta importante es
cdémo una economia descentralizada y de mercado puede ser ineficiente si, como
nos dice la teoria microeconémica de equilibrio general, el equilibrio deberia
ser Pareto 6ptimo. La literatura en esta area es abundante, pero como anticipo
se puede senalar que el equilibrio puede ser ineficiente cuando los mercados
no son completos. Por ejemplo, en un mundo donde la gente no vive para
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14 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

siempre, podria no existir un mecanismo que asegure que las decisiones de las
personas sean consistentes con un equilibrio dindmico eficiente de largo plazo.
El problema del modelo neoclasico para analizar con mayor profundidad este
tema es que asume que la tasa de ahorro es constante y exégena al modelo. En
el capitulo 7?7 se analiza en detalle un modelo con la tasa de ahorro endogena.

Lo que si nos permite entender este ejemplo es que existe la posibilidad
que los paises ahorren mucho. El ahorro de la regla dorada es igual a la parti-
cipacion del capital, 1 — «, la que se ubica entre 0,25 y 0,4. Tomado el valor
medio, paises con tasas de ahorro muy altas, sobre 30 % podrian ser dinami-
camente ineficientes. Este anélisis nos alerta que pretender forzar el ahorro
excesivamente puede ser perjudicial. En paises desarrollados con elevadas ta-
sas de ahorro, como el caso clasico de Japon, la pregunta acerca de si el ahorro
es excesivo puede ser relevante. Sin embargo, para paises en desarrollo esta
pregunta no es tan relevante, pues si hay algo claro es que tienen poco capital,
por lo tanto dificilmente estaran con exceso de capital. Ademés, como vere-
mos més adelante, es posible que mayores tasas de ahorro generen de manera
permanente mayores tasas de crecimiento de la economia, en cuyo caso seria
mas dificil pensar que puede haber ahorro excesivo.

11.3. Progreso técnico

Una de las principales conclusiones de la seccién anterior fue que en el
largo plazo la economia no crece en términos per capita. Este resultado es
bastante distinto de la evidencia internacional, donde observamos que los paises
crecen siempre mas alla del crecimiento de su poblacién. Para hacer compatible
esta observacion con el modelo neoclésico es necesario incorporar crecimiento
tecnologico.

Para incorporar al modelo neoclésico el avance tecnolégico suponemos que
la funcién de produccion es

Y = AF(K,L), (11.15)

donde A es la productividad total de los factores, la cual suponemos crece a
una tasa exogena x, es decir,

A1 = A(1+2).

El suponer que la productividad total de los factores crece exdégenamente im-
plica que solo analizaremos cuales son las consecuencias que este avance tec-
nologico tiene sobre el crecimiento econémico; no intentaremos analizar por
qué en algunos paises el progreso técnico es mayor que en otros. Seguiremos
suponiendo que la poblacién crece a una tasa n.
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11.83. Progreso técnico 15

Si la funcién de produccion es Cobb-Douglas, entonces la ecuacion (11.15))
se puede escribir como

Y = A KL = K1 (Atl/“Lt)a = Klope (11.16)

donde E, = At1 / “L,. El término F se conoce como las unidades de eficiencia
de trabajo. Esto corresponde a las horas de trabajo disponible (o numero de
personas) corregidos por la calidad de esta fuerza de trabajo. Esto se puede
deber, por ejemplo, a los mayores niveles de educacion, asi como a los nuevos
conocimientos, incorporados en el trabajo. Se puede notar que la ecuacion
es basicamente la misma que la ecuaciéon del modelo de Solow con
crecimiento de la poblacion. En este caso hay dos factores de produccion y
retornos constantes a escala. El factor K se acumula con inversion y E crece
exégenamente a una tasa n+ x/a. En consecuencia pareceria natural trabajar
con variables medidas en términos de unidad de eficiencia, en vez de medidas en
términos per capita como lo hicimos antes, y el modelo es analogo. Obviamente
se podra intuir que como cuando solo crece la poblacion el PIB lo hace a n,
cuando crece E el PIB crecerda a n + x/a. Eso es lo que estudiamos en esta
seccion.

Definimos cualquier variable Z como Z = Z/E, es decir, Z corresponde a Z
por unidad de eficiencia. La relaciéon entre la variable medida por unidad de
eficiencia y per capita es simplemente % = z/AY?,

Usamos el mismo punto de partida que es ((11.7)), pero ahora tenemos que
K = kxE y E crece a n+x/a, y por lo tanto se tiene la siguiente aproximacion:

AK Ak AE Ak w
K_Z;+E_]2;+oz+n'

La ecuacion (11.8) la podemos escribir como

AKt - F<Kt;Lt) _ f(lz;t)
Kt = Kt 6 =7 5’

t

donde podemos notar que f(k)/k = f(k)/k, ya que podemos dividir numerador
y denominador de F(K,L)/K por L o por E. Luego, combinando estas dos
ecuaciones llegamos a la siguiente ecuacion que describe la evolucion del capital
por unidad de eficiencia:

Ak = sf(k) — <5+n—|—§> k. (11.17)

Esta ecuacion es igual a la del modelo de Solow con crecimiento de la
poblacion pero sin progreso técnico, salvo dos diferencias. La primera es que

De Gregorio, Macroeconomia, 2da. ed, borrador



16 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

esta en términos de k en vez de k. El estado estacionario esta definido para
/;, en consecuencia las variables totales crecerdn a lo mismo que crece F, esto
en n + x/a. La segunda es que la depreciacion “equivalente” es 6 +n +z/a, y
esto es natural pues el numerador de k se deprecia a ¢ y el denominador crece
an-+xo.

f(k)

k

0 <

Figura 11.6: Progreso técnico.

El equilibrio se puede ver en la figura [I1.6] En el estado estacionario, el
producto (Y), consumo (C') y capital (K), crecen a una tasa n+x/«, mientras
que los valores per capita (y, ¢ y k) crecen a una tasa x/a.

Conclusioén 3. En el largo plazo el progreso técnico hace crecer el producto per
cdapita de los paises. El crecimiento del producto total es la suma del crecimiento
de la poblacion mds el crecimiento de la productividad del trabajo.

Dado que las variables medidas en términos de unidades de eficiencia no
crecen en estado estacionario, las variables agregadas deberan crecer a la mis-
ma tasa que la unidad de eficiencia (crecimiento del numerador igual al del
denominador), con lo que tenemos que

xT
TEW EIk =0 =0 o

Para llegar a las variables per capita, basta con restar n para tener que

T
’yy:’yk:’ycza
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11.83. Progreso técnico 17

De la ecuacion (11.17) podemos encontrar el valor del coeficiente capital-
producto en estado estacionario, el cual es

K S S
= — = . 11.18
Y d+v od+n+3 ( )

| I

Ahora podemos calibrar esta ecuaciéon. Si usamos una tasa de ahorro de
15 a 20 %, tasas de crecimiento de 4 a 5% (n + z/«) y depreciacion de 3%,
llegamos a que el capital es entre dos y tres veces el nivel de producto. Esto
es mas o menos lo que indica la evidencia empirica y permitiria concluir que
en el largo plazo los paises se ubican en torno a su equilibrio.

Aligual que en el caso de crecimiento sin progreso técnico, podemos calcular
el nivel del capital que maximiza el consumo en estado estacionario, el cual
edl]

f/(]%RD>:5+n+g~

Esta ecuacion tiene otra implicancia interesante, y es que la tasa de interés
real de la regla dorada, que en el capitulo 4 vimos que era f'(k) — 0, es igual
a la tasa de crecimiento de la economia, es decir si la economia esté en la
regla dorada, r tiene que igualar a 7. Si la tasa es menor, quiere decir que
la productividad del capital es baja, en consecuencia hay mucho capital. De
manera que, para que no haya mucho capital, la tasa de interés deberia ser
al menos igual a la tasa de crecimiento. Este es un resultado interesante y
también podriamos usarlo para pensar en la realidad.

La tasa de interés de largo plazo esta asociado al crecimiento de largo plazo.
Antes de la crisis financiera global en paises desarrollados era posible pensar
en tasas reales de largo plazo en torno a 3 %. Paises emergentes con tasas de
crecimiento mayores podrian haber tenido tasas de interés real de largo plazo
cercano a 5 %. Sin embargo, hoy en dia se presume que el crecimiento por
los préoximos anos al menos sera lento y consecuentemente las tasas de interés
de equilibrio seran més bajas. Esto es ademés consistente con un mundo con
mucho ahorro, producto del poco gasto como resultado del alto endeudamiento
de gobiernos, altas tasas de ahorro como resultado del envejecimiento de la
poblacion, y bajas tasas de inversion si hay pocas perspectivas de crecimiento.
Mucho ahorro y poca inversion es una tasa de equilibrio baja.

Por ultimo, se debe recordar que, para que las restricciones presupuesta-
rias estén acotadas, es necesario que el crecimiento del ingreso sea menor a

13 Desde el punto de vista de bienestar lo que importa es ¢ y no ¢, pero como en estado
estacionario ¢; = é(1+z/a)? para maximizar consumo de estado estacionario se debe maxi-
mizar c¢**, de donde se deriva la regla dorada igual como lo vimos en el caso de crecimiento
de la poblacion.
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18 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

la tasa de interés, de otro modo uno se podria endeudar infinitamente y ser
siempre solventeE[]. Por lo tanto la eficiencia dindmica es consistente con las
restricciones impuestas a la tasa de interés provenientes de las restricciones
presupuestarias de gobiernos y hogares para tener modelos macroeconémicos
bien especificados. Hubiera sido una complicacion que la condicion de eficiencia
encontrada aqui fuera la opuesta a la derivada de las restricciones presupues-
tarias.

11.4. Aplicaciones

A continuacién realizaremos algunos ejercicios de estatica comparativa.
Analizaremos cuatro casos: reduccion del stock de capital, aumento de la tasa
de crecimiento de la poblacién, aumento de la tasa de ahorro y aumento de la
tasa de crecimiento de la productividad total de los factores.

(A) REDUCCION DEL STOCK DE CAPITAL

Considere una economia que esta creciendo, ya sea en la transicion hacia su
estado estacionario, o simplemente esta en él. Como producto de un terremoto,
una guerra o algin otro desastre, su stock de capital se reduce exégenamente.
En términos de la figura lo que ocurre es que el capital inicial se desplaza
a la izquierda, cualquiera sea su nivel inicial.

La reducciéon en el capital aumenta su productividad marginal, en con-
secuencia una misma tasa de inversion generard mayor crecimiento. Asi au-
mentan las tasas de crecimiento del capital y del PIB. Obviamente este es un
caso simple en el cual el aumento de la tasa de crecimiento es consecuencia
de un desastre y ciertamente el bienestar es menor ya que la economia solo
crece més rapido para recuperar lo recién perdido, como resultado de la mayor
productividad del capital.

Esta es la explicacion que se ha usado para el rapido crecimiento de Alema-
nia y Japon después de la Segunda Guerra Mundial. Es una buena explicacion
para los anos inmediatos, pero no es suficiente cuando la economia ya ha recu-
perado sus niveles de capital previos a la guerra, que en ambos paises ocurre a
mediados de la década de 1950. En anos posteriores, particularmente en Japon,
el crecimiento se mantuvo muy alto, reduciendo asi la brecha de productividad
que tenia con Estados Unidos desde antes de la guerra, y le permiti6 llegar a ser
de las economias mas ricas del mundo. Obviamente, la historia de destruccion
de parte del stock de capital, y de la mano de obra también, no es suficiente

4 Esto fue discutido en el contexto de la restriccién presupuestaria del gobierno en el
capitulo 7?7 y de la condicion de solvencia externa en el capitulo ?7.
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para explicar esta experiencia de crecimiento, pues también la productividad
creci6 mas rapido.

(B) MAYOR CRECIMIENTO DE LA POBLACION

Supondremos que la tasa de crecimiento de la poblaciéon aumenta de n; a
no. Esto significa que para mantener el mismo nivel de capital per capita la
economia tiene que invertir mas, pues este se deprecia mas réapidamente en
términos por unidad de trabajador. Para mantener un nivel dado de capital
per capita ahora es necesario acumular mas capital, lo que se logra con un
capital marginalmente méas productivo, o sea el stock de capital seria menor.
Por lo tanto el nivel per capita en estado estacionario cae de k¥ a k3 (ver figura
E} Sin embargo en el largo plazo el producto, consumo y capital siguen
creciendo a la misma tasa de antes del aumento de la tasa de crecimiento de
la poblacion, es decir, a z/a.

Dada la tasa de ahorro de esta economia, y obviando el caso en el cual
la economia puede haber partido con mucho capital (mayor al de la regla
dorada), la caida del stock de capital producira una caida en el producto y en
el consumo de largo plazo, y en la transiciéon hacia el nuevo estado estacionario
la economia experimentard una reducciéon en su tasa de crecimiento per capita.

£)
k

Pkl

Figura 11.7: Aumento de la tasa de crecimiento de la poblacién con progreso técnico.

15 En este caso suponemos que el aumento de la poblacién no tiene ningtn efecto sobre el
progreso técnico.
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20 Capitulo 11. El modelo neocldsico de crecimiento

(C) AUMENTO DE LA TASA DE AHORRO

Consideremos una economia que se encuentra en estado estacionario, como
se puede apreciar en la figura[l1.8] con una tasa de ahorro s;. Suponga que esta
tasa aumenta exdégenamente a s,. Cuando la tasa de ahorro aumenta se llega a
un estado estacionario con mayor capital, de l;:f a l;;;, y consecuentemente con
un producto per capita mayor. También se producird un aumento en la tasa
de crecimiento durante la transicion a este nuevo estado estacionario. Como
la economia ahorra més, en el estado estacionario original, la inversion supera
la depreciacion permitiendo que el capital crezca. Esto significa que durante
la transicion esta economia invierte el mayor capital ahorrado, trayendo como
consecuencia que el capital de estado estacionario aumente.

(k)

k

o+n+2

I

ki B

Figura 11.8: Efecto de un aumento de la tasa de ahorro.

Sin embargo, a medida que el capital se va acumulando cae su retorno y en
el largo plazo el PIB per capita de esta economia sigue creciendo a la misma
tasa de antes, es decir x/a. El mayor crecimiento ocurre en la transicion, la
cual puede ser muy larga.

Por tltimo, de acuerdo con nuestra discusion sobre la regla dorada, se
puede concluir que no es claro lo que pasaré con el consumo per capita de
largo plazo, y depende de la posicién respecto de la regla dorada. En todo
caso, es necesario repetir que en paises en vias de desarrollo claramente un
aumento del ingreso de largo plazo es beneficioso, porque dificilmente tienen
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exceso de capital al inicio. No obstante, hay un tradeoff en la transicion. En
el instante que esta economia pasa de s; a so, el stock de capital y el producto
son los mismos, por lo tanto el consumo al principio cae, lo cual no aumenta el
bienestar. Esto es obvio si se piensa que dado el ingreso, un aumento del ahorro
necesariamente requiere reducir los gastos. Si como producto de esto el ingreso
es mas elevado, en el futuro se puede tener que aumente el ahorro, el consumo
y el bienestar. Para que el ahorro conduzca a un aumento del bienestar, casi
sin excepciones, es preciso que el ahorro lleve a mas crecimiento en el largo
plazo, lo que requiere salir del modelo neoclasico a modelos de crecimiento
endogeno que se revisan en el siguiente capitulo.

(D) AUMENTO PROGRESO TECNICO

En este caso analizamos los efectos de un aumento de la tasa de crecimiento
de la productividad de z; a x9, algo méas complicado que lo analizado hasta
ahora. Las consecuencias en el grafico son similares al caso analizado en la parte
(B), es decir, el capital por unidad de eficiencia cae de ki a k. El ingreso de
largo plazo por unidad de eficiencia también caera como resultado de la caida
en k. Dada la tasa de ahorro se puede verificar que ¢ también cae. Esto puede
sonar paradoéjico: la economia tiene un crecimiento de la productividad mas
acelerado y ¢ cae, con lo cual alguien podria pensar que el bienestar cae. Sin
embargo, esto no es asi, ya que lo que nos interesa desde el punto de vista de
bienestar es el consumo per cépita (¢) y no por unidad de eficiencia (¢). Por
eso centraremos el analisis en determinar qué sucede con el consumo y el nivel
de capital per capita.

Supondremos que en ¢t = 0, la productividad aumenta de z; a xs, en cuyo
caso se tiene que }

Ak Az (xg — 1)

k o o'
Por otra parte sabemos que
Ak Ak xy

k k «
Juntando estos dos términos obtenemos que

Ak Tog— x x
Ak _(m—m) 2 (11.19)

k « Q@ Q@
Es decir, cuando aumenta la tasa de crecimiento del progreso técnico (en t =
0), el nivel de capital per capita sigue creciendo a la tasa 1/« en el instante del
cambio de z y después su tasa de crecimiento debe aumentar gradualmente a
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Ay/y

t
Ak /k

t

Figura 11.9: Aumento de la tasa de crecimiento de la productividad.

x9/cv. Para analizar qué sucede con el producto per capita, recordemos que éste
estéd dado en términos per capita por y = Ak'~. Diferenciando esta expresion
y dividiendo por Ak!~® obtenemos que (aproximando los diferenciales a A)

Ay AA Ak
A et § PN i
S = A +(1—a)—

Reemplazando la ecuacion (11.19)) en la ecuacion anterior se llega a que

ﬂ<%:£+(a:2—az:1)<ﬁ.
a Y a Q@
Es decir, la tasa de crecimiento del producto aumenta discretamente en el
momento del cambio de z, pero por debajo de x5/, y luego su crecimiento
se ajusta gradualmente a xs/a. Estos dos resultados se pueden apreciar en la
figura [11.9
. Qué pasa con el consumo per capita? Claramente aumenta, ya que el pro-
ducto siempre aumenta, y el consumo no es més que una fraccion del ingreso.

De Gregorio, Macroeconomia, 2da. ed, borrador



11.4. Aplicaciones 23

Por lo tanto podemos concluir, como era de esperar, que una mayor tasa de
crecimiento de la productividad aumenta el crecimiento y el bienestar desde el
instante en que sube la productividad.
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Problemas

Problema 11.1. Crecimiento.

Considere una economia con los siguientes datos en un periodo:

é =i=30% tasa de inversion bruta
v=55% tasa de crecimiento del PIB agregado
g =25 razon capital-producto al inicio del periodo
d=5% tasa de depreciacion
L=2% tasa de crecimiento del empleo

Suponga ademés que la funcién de produccion es

F(K,L)= K" *L*,

con a = 0,6.

(a)
(b)

(c)

., Cual es la tasa de crecimiento del stock de capital?

Usando la contabilidad del crecimiento, determine cual fue el crecimiento
de la productividad total de factores durante ese periodo (denételo por

Si esta economia quisiera crecer un 8 % en vez del actual 5,5%, dados
constantes los valores de x y L, determine a cuanto tendria que subir la
tasa de inversion.

Considere que z es el valor del crecimiento de la productividad de largo
plazo. Suponga ademas que la poblacién crece a la misma tasa que el
empleo. ;Cual es el crecimiento de largo plazo del producto per capita y
del producto agregado en esta economia? Compérelo con el crecimiento
actual e interprete la diferencia de acuerdo con el modelo neoclasico de
crecimiento.

Suponga que la tasa de ahorro de la economia es s = 30% y considere
que no hay gobierno. ;Es este supuesto razonable? ;Cual es la relacion
capital-producto a la cual converge la economia? Recuerde que la relacion
capital-producto de largo plazo puede expresarse como una funcion de s
(y otros pardmetros).
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(f) Calcule la tasa de ahorro consistente con la regla dorada. ;Como se
compara con el 30 % supuesto en este problema? ;Como se compara a la
calculada en la parte JPodria argumentar, suponiendo estado esta-
cionario, que el 30 % o el valor encontrado en la parte|(c)|son suboptimos?
. Por qué?

Problema 11.2. Cuando los capitalistas ahorra méas que los traba-
jadores.

Considere una economia cuya funcién de produccion depende de capital y tra-
bajo y suponga que los factores de producciéon reciben como pago el valor
de sus productividades marginales. Al igual que en el modelo de Solow, su-
pondremos que la tasa de ahorro es exdgena. A diferencia de dicho modelo,
supondremos que todo el ahorro lo realizan los capitalistas, quienes ahorran
una fracciéon s de sus ingresos.

(a) Determine el nivel de k estacionario de esta economia. Muestre que si
s = 1, este corresponde al nivel de la regla dorado.

(b) Muestre que a diferencia del modelo de Solow, en este caso no son posibles
equilibrios dindmicamente ineficientes. Explique su resultado.

Problema 11.3. Analisis posguerra.
Describa los efectos que predice el modelo de Solow en el periodo después de
la guerra si:

(a) Durante esta se produjo una destruccion del capital.

(b) Las bajas durante la guerra redundaron en una disminucién de la mano
de obra.

Considere el efecto de ambas hipotesis por separado.

Problema 11.4. Modelo de Solow con migracion.

Basado en el capitulo 9 de barro.sala-i-martin2003economic. Bajo los su-
puestos del modelo de Solow, considere el caso de una economia cerrada en la
cual existe la posibilidad de migraciones tanto hacia dentro como hacia afuera
del pais. El flujo de inmigrantes (denotado por M) es

M(K,L) = K — kL. (11.20)
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(a) Entregue una interpretacion econémica de esta ecuacion. Ademas, escri-
ba el flujo en términos per capita e interprete el significado del parametro
k.

(b) Determine la tasa de crecimiento de la poblaciéon en este modelo.

(c) Suponga ademdas que cada inmigrante trae (o se lleva) una cantidad
ko. Determine la dindmica de Solow en términos per capita para este
modelo. Encuentre la expresion para el stock de capital per capita en
estado estacionario y grafiquela. jExiste convergencia condicional?

(d) Considere ahora que los inmigrantes practicamente no traen (o se llevan)
capital consigo al momento e irse del pais. Determine y grafique el estado
estacionario. jExiste convergencia condicional?

(e) A partir de su respuesta en [(c)] determine qué ocurre con el capital per
capita de estado estacionario si kg aumenta o disminuye. Interprete este
resultado.

Problema 11.5. Modelo de Solow con deuda publica.

En el modelo de Solow, suponga que el gobierno mantiene un nivel de deuda
publica per cépita constante igual a b > 0. Es decir, en cada instante el go-
bierno vende b bonos a cada agente privado y recibe a cambio b unidades del
tinico bien en la economia. El ahorro privado es una fracciéon s del total dispo-
nible por el sector. Las recaudaciones que obtiene el gobierno no son ahorradas
por este.

(a) Muestre que para valores de b pequenos habréa dos estados estacionarios,
de los cuales solo uno es estable.

(b) Denote el nivel de capital per céapita de este ultimo por k*(b). Muestre
que k*(b) es menor que el nivel de k* cuando no hay deuda publica. Dé
una interpretacion econémica de su resultado.

(c) ;Qué sucede para valores grandes de b7 También entregue una interpre-
tacion al respecto.

Problema 11.6. Modelo de Solow con impuesto al ingreso.

Basado en el capitulo 2 de sala-i-martin2000apuntes. En el modelo de Solow
suponga que el gobierno cobra un impuesto de tasa 7" al ingreso de la empresas
que tienen una funcién de produccion dada por

Y = AR,
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e invierte una fraccion v de lo recaudado.

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Describa en términos per cépita la dinamica de esta economia.
Calcule el capital k*(v) en el estado estacionario.
Calcule el capital k* si no hubiera impuesto a las empresas.

;Para qué valores de v es k*(v) mayor que k*?7

Problema 11.7. Crecimiento e impuestos.

Considere una economia sin crecimiento de la poblacién (con lo que podemos
normalizar la poblacion a 1) con la siguiente funcion de produccion:

y=fk) = Ak,

donde el capital se deprecia a una tasa 9.

El gobierno gasta un flujo g, el cual es financiado con una tasa de impuesto
7 proporcional al ingreso (se recauda Ty). El gobierno sigue una politica de
presupuesto equilibrado, o sea que en todo momento los ingresos de gobierno
son iguales a sus gastos.

Las personas ahorran una fraccion s de su ingreso disponible (neto de impues-

tos).

(a)

(b)

(c)

Escriba la restriccion de recursos de esta economia (demanda agregada
igual produccion o ahorro igual inversion).

Determine el stock de capital de estado estacionario (k*). Determine
también el consumo (¢*) y la produccion (y*) de estado estacionario.

Discuta intuitivamente el efecto que tienen los impuestos sobre el capital
de largo plazo y discuta qué pasa con el crecimiento en la transicion.
Para esto tltimo compare dos economias que tienen distintos 7, uno alto
y uno bajo, y suponga que ambas parten de un nivel de capital menor que
el capital de largo plazo. ;Cual de las dos economias crece mas rapido?

Considere una economia sin impuestos ni gasto de gobierno. ;Cual es el
nivel de capital de la regla dorada (k®”)? Compare el nivel de capital de
estado estacionario de la regla dorada con k* de la parte @ Determine
cudal deberia ser la tasa de impuesto (que si es negativa seria un subsidio)
para que se llegue a la regla dorada. Discuta su resultado considerando
la tasa de ahorro s y como se compara con la tasa de ahorro requerida
para llegar a la regla dorada.
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Ahora cambiaremos un poco el problema para suponer que el gasto de
gobierno es productivo, pero sujeto a congestion (piense en un camino).
En consecuencia, la productividad total de los factores A es una funcion
creciente de g/y = 7, es decir A = A(7) con A’ > 0y A” < 0. Méas atn
asumiremos que A(7) = Br¢. Calcule la tasa de impuesto que maximiza
el consumo de estado estacionario. Comente intuitivamente por qué el
impuesto 6ptimo no es 0.

Problema 11.8. Crecimiento, ahorro y productividad.

Considere una economia que tiene la siguiente funcién de produccion:

Y, = ALK} (11.21)

donde Y es produccién, L trabajo, K capital y A la productividad total de
los factores. La tasa de ahorro de esta economia es s = 18 %, la tasa de
crecimiento de poblacion n = 2%, la tasa de depreciacion es § = 4 %, y la tasa
de crecimiento de la productividad es cero. La participacion del trabajo « es

0,7.

(a)

En el estado estacionario: ;A cuanto crece el producto en esta econo-
mia?;y el producto per-capita?

Normalice la productividad total de los factores a 1 y determine la razén
capital-producto, el nivel de ingreso per-capita y el consumo per-cépita
en estado estacionario. Para esto deberd escribir la ecuaciéon que deter-
minar la evoluciéon de capital y evaluarla en estado estacionario.

Suponga que, por alguna razén no especificada, la tasa de ahorro sube a
21 %. Calcule la razon capital-producto, el nivel de ingreso per-capita y
el consumo per-cépita en el nuevo estado estacionario. ;Qué ocurre con
la tasa de crecimiento del producto en el nuevo estado estacionario?

Determine que pasa con el consumo y el crecimiento de la actividad en el
instante en que se produce el aumento de la tasa de ahorro de 18 a 21 %.
(para determinar el crecimiento use una descomposicion de Solow).

Suponga que la productividad total de los factores (A) sube en un 4 %,
que pasa con el producto per-capita y el consumo per-capita en el nuevo
estado estacionario. (Considere que la tasa de ahorro de 18 %). Compa-
re su resultado de esta parte con el de la anterior y que podria
inferir respecto del bienestar en ambos casos, es decir ;Qué sera mejor,
aumentar el ahorro de 18 a 21 % o aumentar la productividad en un 4 %?.
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(e) Suponga que la tasa inicial de ahorro es 30 %, y sube a 36 %, que ocurre
con el ingreso y consumo per-cépita en el nuevo estado estacionario con
respecto al anterior (mantenga A normalizado en 1, es decir como en

. Compare y discuta.

Problema 11.9. Crecimiento y productividad.

Suponga una economia donde se tiene la siguiente funciéon de produccion:

Y, = A KPP LYP (11.22)

La productividad total de los factores es A y crece a una tasa x, la tasa de
depreciacion del capital es ¢, el crecimiento del empleo es n y s es la tasa de
ahorro.

(a) Cual es la razon capital-producto de equilibrio. Cuél es el valor del pro-
ducto por trabajador (o producto per cépita que aqui son iguales) en
estado estacionario como funcion de s, n, 0, Ay x (para ello debe prime-
ro encontrar el capital por trabajador - o unidad de eficiencia de trabajo-
de estado estacionario).

(b) En estado estacionario (para contestar esto no necesita derivaciones es-
peciales, basta entender como es el equilibrio): ;A cuanto crece el con-
sumo, capital y el producto por unidad de eficiencia?; A cuénto crece el
consumo, capital y producto en términos per-capita?; A cuanto crece el
consumo, capital y producto total?

(c) {Cual es el nivel de capital por unidad de eficiencia en la regla dorada?
Comparelo con el capital por unidad de eficiencia de trabajo en esta
economia. Discuta.

En lo que sigue suponga que la tasa de crecimiento del trabajo es 1%,
la depreciacion es 3% y el crecimiento del PIB es 5 %.

(d) Determine la tasa de crecimiento de A. Si la tasa de ahorro sobre el PIB
es de 10 %. Calcule la razon capital-producto de estado estacionario y el
valor del producto por trabajador en el estado estacionario en términos

de A (usando su resultado en , llamelo (%) .

(e) Sila tasa de ahorro sobre el PIB sube a 16 %. Calcule la razon capital-
producto de estado estacionario y el valor del producto por trabajador
en el estado estacionario en términos de A (usando su resultado en [(a))),
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llamelo <L%) . Calcule cuanto aumenta el producto por trabajador en es-
b

tado estacionario, segin lo encontrado[(d)]y [(¢)] Discuta: (A qué se debe
esta diferencia?;Son distintas las tasas de crecimiento de la economia?
.En qué momento se observan los efectos en el cambio del ahorro?.

Problema 11.10. Terremoto en el modelo de Solow.

Considere una economia que parte en estado estacionario. Normalice al inicio
L = 1. La funcién de produccién es:

Y, = LYK} (11.23)

La tasa de ahorro es 20 %, la tasa de depreciacion es 5 % y la tasa de crecimiento
de la poblacion es 5 %[/ El pardmetro a es igual a 0.6.

(a) Cudl es el coeficiente capital producto de estado estacionario. ;Cuél es
la tasa de creimiento del producto per capita y del producto total en
estado estacionario?.

(b) Suponga que hay un terremoto devastador cuya destruccion de capital
es de 10% del PIB (inicial). ;Qué porcentaje del capital se destruye y
cuanto es la caida porcentual del producto?.

(c) Sila tasa de ahorro y el resto de los parametros son los mismos después
del terremoto ;A cuanto subird la tasa de crecimiento del PIB y del
capital (er capita y total)después del terremoto, explique por qué?

Problema 11.11. Crecimiento y ahorro.

Considere una economia donde la tasa de ahorro s = 0,2, la tasa de deprecia-
cién del capital 6 = 0,03, el crecimiento de la poblacion n = 0,015, la tasa de
crecimiento de la productividad total de los factores es = 0,015, y la funcién
de produccion es Y; = AtL?Ktl_a, donde o = 0,6.

(a) Escriba (o derive) la ecuacion de acumulacion de capital por unidad
de eficiencia k. Derive la razon capital producto, el nivel de capital y
el PIB por unidad de eficiencia de estado estacionario. Encuentre sus
valores numéricos. jA cuanto crece el PIB en esta economia, y el PIB
per capita?

16 Obviamente la tasa de crecimiento de la poblacién es muy alta, pero es para hacer la
presentacién més sencilla y subsumiendo en n el crecimiento de la productividad para simpli-
ficar la presentacion, de modo que pueda asumir que no hay crecimiento de la productividad,
solo n (ampliado).
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(b) Suponga que por alguna razén cualquiera (reforma tributaria, caida aho-
rro publico, etc.) la tasa de ahorro cae en 2 puntos porcentuales a 18 %.
Rehaga sus calculos de la parte [@] y determine en qué porcentaje caen
en el largo plazo el stock de capital y el PIB (;hay alguna diferencia si
es total, per cépita o por unidad de eficiencia?). ;Cual es el impacto de
esta caida del ahorro sobre el crecimiento de largo plazo?

(¢) Suponga que la economia de[(a)| esta en estado estacionario y cae la tasa
de ahorro como en @ Calcule, a partir de la ecuacién de acumulacion,
la tasa de crecimiento del stock de capital por unidad de eficiencia (k) en
el periodo que se produce la caida de la tasa de ahorro. Luego, usando
la informacién sobre la tasa crecimiento de la productividad y la tasa
de crecimiento de la poblaciéon dadas en el enunciado calcule la tasa de
crecimiento del capital total (K). Finalmente usando este resultado y
la descomposicion de Solow puede calcular que pasara con la tasa de
crecimiento del PIB total en el periodo que cae el ahorro. Grafique—en
una figura como la vista en clases donde en el eje vertical esté la tasa
de crecimiento del capital por unidad de eficiencia—c6émo sera la evolu-
cion del crecimiento en los periodos futuros y a qué tasa de crecimiento
converjera en el largo plazo la economia (crecimiento del PIB total, Y').

Problema 11.12. Modelo de Solow.

Considere el modelo de crecimiento de Solow donde no hay crecimiento de la
poblacién ni crecimiento de la productividad. La tasa de ahorro es s = 0,2
y la tasa de depreciacion es § = 0,05. Denote por k el capital per capita; y
el producto per capita; ¢ el consumo per capita; ¢ la inversion per capita. La
funcién de produccion corresponde a

12
Y, = KL},

(a) Reescriba la funcion de produccion en términos per capita. Encuentre el
stock de capital per capita de estado estacionario, k*.

(b) Encuentre el stock de capital per capita de la “regla dorada”, k¥%P. Re-
cuerde que k%P maximiza el consumo per capita en estado estacionario,
c*.

(c) Suponga que un planificador social benevolente desea implementar k =
ERP . ;Cual es la tasa de ahorro s que debe imponer el planificador
social benevolente para implementar k%P,
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(d) Suponga ahora que la funcién de produccion corresponde a

Y, = AK?L?

donde A; es la productividad total de los factores, la cual suponemos
crece a una tasa exogena x es decir, A;y1; = (1 + x)A;. También supon-
dremos que la poblacion crece a una tasa exégena n, con Ly = Li(14n).
Los demés pardametros son los mismos del problema original (s = 0,2 y
0 = 0,05).~ Encuentre el capital de estado estacionario en unidades de

eficiencia k y la tasa de crecimiento del producto per cépita en estado
estacionario 7y, si x = 0,05 y n = 0,03 .

Ind.:Recuerde que E;, = A, /[, donde el término E se conoce como las
unidades de eficiencia de trabajo y « corresponde al exponente de L; en
la funcién de produccion.



	El modelo neoclásico de crecimiento
	El modelo básico
	Población constante
	Crecimiento de la población

	La regla dorada
	Progreso técnico
	Aplicaciones


